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Regra dos trapézios
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Regra dos trapézios

* Area de um trapézio: ® Veja que também podemos achar A; interpolando uma reta entre

Xi_1ex;=xj_1+h

X —Xi1

Xi Xi
Ai — / Pl(_X')dx = / |:yi_] + (yz - yi—l)T dx
Xi_1 Xi-1

y; A =yith+ (yi — yi-1)

N =

A; i i

Xi-1 h Xi

® Da geometria euclidiana:

Ai=h~—yl 12 Yi

onde

vi=f(xi), yi-1=f(xi1)
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Regra dos trapézios

® A drea completa é entdo

® Ou seja:

h
AZ S Yoty +yi+yaty2+ys ot Yn2FYno1 + Yn-1 + Yn)

h
A E(y0+2y1+2y2+2y3,+...+2yn_1ern)
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Exemplo em python

fon sen x dx pela regra dos trapézios com 100 intervalos

import numpy as np

def malha(func, a, b, n):
x = np.linspace(a, b, n+l, dtype=float)

y
h

func(x)
(b-a) /n

return y, h

def integral_ trapezio(func, a, b, n):
y, h = malha(func, a, b, n)
S =yl0] + 2. * np.sum(y[1:-1]) + y[-1]

return .5 * h * S

def f(x):

return np.sin(x)

print (integral_trapezio(f, 0, np.pi, 100))

® O resultado é 1.9998355038874436 (o valor exato é 2)
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Andlise de erros

® O erro global da integracdo aproximada pela regra dos trapézios é

AT
E= - D)

sendo ¢ uma constante (desconhecida) tal quea < ¢ <b

® O erro é delimitado da seguinte forma:

b —af
<
|El < 1212

max ‘f”(x) ‘

e Nio vou demonstrar essas formulas!
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Regra de Simpson
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Regra de Simpson

® E se, ao invés de interpolar linearmente, usarmos uma interpolagdo quadrética?
* Dividindo o intervalo de integracdo em duas partes usando x, x1 e xp, aproximamos f(x) por P>(x), a

paarabola que passa por esses trés pontos:

As fo

Fx) = Bafx) = yo + (x = 20) 0 4 (v = 20 — 20) 20

com Afo = y1 — Yo e Dafo = y2 —2y1 + Yo
® Aproximamos entdo a integral de f(x) por
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Regra de Simpson

® A drea é aproximada por

X2 A A
Az/ [yo—i—(x—xo)—}{o —I—(x—xo)(x—xl)—zié() dx
X0

que fornece

h
A= 2]’1]/0 + ZhAfo + gAzfo

® Mas, como
Afo=y1—Yo
Mofo=Afi = Afo= (Y2 = y1) = (y1 = ¥o) = y2 = 241 + Yo
* segue que
A = 2hyo + 2h (y1 — yo) + g (y2 —2y1 + Yo)

ou, finalmente,

h
A g(yo+4y1 +y2)

® Essa féormula é conhecida como Regra de Simpson simples — simples porque usamos apenas um

polindmio em todo o intervalo de interpolagao
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Regra de Simpson composta
Yy

» 1 precisa necessariamente ser par!
¢ Encontramos a parabola interpoladora em cada intervalo [xp; 5, x;] (i = 1,2, ...,1n/2)

® As areas A;, como ja vimos, sdo dadas por

h
Aj = §(y2i—2 +4y2i_1 + y2i)
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Regra de Simpson composta
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Regra de Simpson composta
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Regra de Simpson composta
Yy
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Regra de Simpson composta

® A regra de Simpson composta entdo fornece

n/2 n/2 h
AxY A=) §(y2i—2 +4yzi—1 + Y2i)
i=1 i=1

ou seja,

h
AR g(yo+4y1 +yty A4y tyatystAysHye+ o Yna 43+ Yn2 +Yn—2 +4Yn—1+Yn)

isto é,

Ax = (o+4y1 +2y2+4ys +2ys+ ...+ 202 +4yy-1+ Yn)

W=
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Exemplo em python

fon sen x dx pela regra de Simpson com 100 intervalos

import numpy as np

def malha(func, a, b, n):
x = np.linspace(a, b, n+l, dtype=float)
y = func(x)
h=(-2a /n

return y, h

def integral_simpson(func, a, b, n):
if int(n) % 2: # para garantir numero par de intervalos
n+=1

y, h = malha(func, a, b, n)

Si
Sp
S =yl0] + 4. * Si + 2. *x Sp + y[-1]
return h *x S / 3.

np.sum(y[1:-1:2]) # posicoes impares

np.sum(y[2:-1:2]) # posicoes pares

def f(x):

return np.sin(x)

print (integral_simpson(f, O, np.pi, 100))

® QO resultado é 2.000000010824504 (o valor exato é 2)
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Andlise de erros

¢ O erro cometido na integragdo de uma fungéo f(x) no intervalo [4, b] usando n intervalos (sendo n

um ntmero par!) é dado por

o (b_a)S 10
E= _Wf (%)

sendo ¢ talquea < ¢ < b.

® Como ndo conhecemos ¢, podemos delimitar o erro:

b—af®

< 27
[El < 180m4

max

f(x)

® Também ndao demonstrarei esse resultado!
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scipy.integrate
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Funcgdes da biblioteca scipy.integrate

® A funcdo quad, da biblioteca scipy . integrate, calcula uma integral definida usando métodos mais
sofisticados do que os vistos anteriormente

® Ajuda completa em https:/ /docs.scipy.org/doc/scipy/reference/integrate.html

Exemplo de aplicacdo da fungdo scipy.integrate.quad
import numpy as np

import scipy.integrate as spi

f = lambda x: np.sin(x)

1

Construcdo lambda: equivalente a
def f(z):

return np.sin(z)

valor, erro = spi.quad(f, O, np.pi)

print(valor, erro) # erro é uma estimativa!

® Repare no uso da construg¢do lambda como alternativa para definir uma funcéo!
» é muito usada para criar fungdes simples

® o resultado retornado é 2.0 (com erro da ordem de 10~ %)
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