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Zeros de fungdes

¢ Os zeros ou raizes de uma fungdo f(x) sdo os valores de x para os quais

f(x) =0

® Conhecemos maneiras de encontrar analiticamente os zeros de apenas algumas fung¢des

® Por exemplo, sabemos resolver equagdes polinomiais de grau um ou dois:

f(x)=ap+mx=0 = x:—?
1
—ay £ \/a? — 4agay
f(x) =ag+aix +ax*> =0 = X = 2;
2

> E possivel resolver assim também equagdes polinomiais de graus 3 e 4, mas ndo mais do que isso

® Sabemos também outros casos, por exemplo
f(x) =sen(mtx) =0 = x=0,+1, +£2,...
® E existem casos bem simples sem solucdo analitica, por exemplo:
f(x) =x—cosx=0 = x =2

® Nessas situagdes, precisamos usar métodos numéricos

LOMB3260 (Prof. Luiz T. F. Eleno, 2020)

3/24



Plano de aula

Delimita¢édo da raiz

LOM3260 (Prof. Luiz T. F. Eleno, 2020)



Delimitacdo da raiz

® Boa parte dos métodos numéricos requer a delimitagao do zero da funcao
> ou seja, dada uma raiz x, encontrar um intervalo [a, b] tal quea < x < b

¢ Uma maneira é delimitar graficamente o zero da fungdo
> ou seja, faca o grafico da fungdo e procure-a visualmente!
» Encontre entdo um intervalo [a, b] contendo a raiz

f(x) f(x)

caso (1) caso (2)
Zero
0 1 2 4 5 6 7%
zero/
0 1 2 3 4 5 6%
¢ Nos dois casos acima, o intervalo [a,b] = [3, 4], por exemplo, delimita uma raiz

e No entanto:

» nocaso (1): f(a) - f(b) < 0; é uma raiz simples ou de multiplicidade impar
» nocaso (2): f(a)- f

(b) > 0; é uma raiz de multiplicidade par
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Delimitacdo da raiz

® As vezes, é mais facil encontrar os zeros de uma fungdo f(x) separando-a em duas partes e

encontrando as intersecgdes entre os gréficos dessas partes

® Por exemplo, para achar os zeros de
flx)=xtgx—1,

podemos encontrar as intersec¢des entre os graficos de

gly)=tgx e h(x)=

® Obs.: Voceé vai precisar resolver uma equagdo parecida com essa em Mecanica Quantica!!!
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Raiz simples

ou de multiplicidade impar

¢ Uma propriedade de uma raiz simples (ou de multiplicidade impar) , tal que f(«) = 0, delimitada

no intervalo [a, b], é observada nas figuras abaixo:

f(x) f(x)

a/& x o\ x

Propriedade: desde que f(x) seja continua no intervalo [a, b], vale sempre a relagdo

f(a)- f(b) <0

® Para isso, é preciso que « seja o tnico zero de f(x) no intervalo [a, b]

® Essa propriedade ndo vale se a raiz tem multiplicidade par!

Podemos usar essa propriedade como base de um método numérico —

Preladio: teoria dos jogos (fez parte da Lista 1)
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Método da bisseccdo ou dicotomia

¢ O método numérico mais simples é o chamado Método da bissec¢ao ou dicotomia
® Funciona no caso de raizes simples ou de multiplicidade impar
® Araiz « tal que f(«) = 0 deve ser inicialmente delimitada no intervalo [a1, b1 ]

® q deve ser a Unica raiz no intervalo [ay, b1 |
> deve acontecer entdo que f(a1) - f(b1) <0

a by

151

e

® A primeira tentativa para a raiz é o ponto médio do intervalo:
X a + b
1 —_ —m—m—
2

® o erro estd delimitado por
by —m
2

® Veja que, no caso da figura acima, a raiz estd agora delimitada no intervalo [a, b;]

| —aq] <

» temos portanto que

flar) - flar) >0 e fla)-f(b1) <O

® Vamos agora fazer mais tentativas — ou seja, iterar! —
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Método da bisseccao ou dicotomia

by —ay

f(ar)- f(ag) >0 = ap =1, by ="b
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Método da bisseccao ou dicotomia

b3—a3 b1—m
2 28

f(ll3) -f(0C3) >0 = ag = w3, by =Db3
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Método da bisseccao ou dicotomia

by—ay  b1—m
2 24

f(ag)- f(ag) >0 = as = &g, bs=1by
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Método da bisseccao ou dicotomia

as « |b5

_ a5+0bs bs—as _b—m

— <
o —as| < = 25

a5

f(a5) -f((X5) <0 = ag = as, bg = w5
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Algoritmo

e Inicialmente, defina o intervalo [a, b] contendo a raiz « tal que f(«) =0
> certifique-se de que f(a) - f(b) < 0 e que s6 ha uma raiz nesse intervalo

® estabeleca uma precisdo € (por exemplo, € = 107#, ou seja, trés casas decimais)

Algoritmo para o método da bissecgdo
1. Calcule

2. Se 6 < ¢, pare. Se ndo, continue:

3. Se f(a) - f(n1) > 0, faca a = ay; sendo, faga b = w;. Volte para o passo 1.

® Ao final da execucdo do algoritmo, a; serd a melhor aproximacgédo para a raiz dentro da precisao
pré-estabelecida |a — aq| < €

® Por garantia, vocé pode implementar uma verificagdo da condigdo f(a) - f(b) < 0 antes de comegar a

rodar o algoritmo
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Uma implementagdo do algoritmo da bisseccao

Método da bissecgdo para encontrar a raiz de f(x) = x — cosx
import numpy as np

def f(x): # funcdo da qual se quer achar a Taiz

return x - np.cos(x)

def bissec(func, a, b, prec=1le-13): # fungdo com o algoritmo da bisssecgdo
erro = b - a
while erro > prec:
c=.5% (a+ b
if func(a) * func(c) > 0:
a=c
else:
b=c
erro /= 2

return c

sol = bissec(f, 0, 1) # delimitando a Taiz inicialmente em [0, 1]
print(sol)
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Numero de iteragdes

® Das equagdes dos slides anteriores, sabemos que, em cada iteragdo do método da bissecgéo, a raiz
estd delimitada num intervalo [a,, b,] tal que
bn - an b —a

ol < =5 =

® Se precisamos de uma precisdo €, é s6 impor

ou, isolando n:

que também pode ser escrita como

n > log, 10 log,, (b%a> ~ 3.322log,, (b ; a)

® Porexemplo,seb—a=1lee=10"* = n>13.287
> ouseja, n = 14 garante a precisdo desejada.
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Vantagens e desvantagens

Vantagens e desvantagens do método da bisseccao:
® Vantagens:
> sempre conhecemos a precisdo e sabemos exatamente o nimero de iteragdes para atingir a convergéncia
desejada

» uma vez conhecido um intervalo delimitando a raiz, é um método de convergéncia garantida

¢ Desvantagem:

> ¢ um método lento, exigindo muitas iteragdes (em comparagdo com os métodos a seguir)
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Método de Newton
® Método de Newton, ou de Newton-Raphson:

£(x) ® A nova aproximacao x, é dada pelo zero da reta tangente
af(x)emx=x,_1

® aequagdo da reta tangente é

y=f(xn1)+ f(x01) (x = x41)

cujo zero x, é encontrado fazendo y = 0:

f(xn-1) +f/(xn—1) (xn —x4-1) =0

Se--------
=

f(xnfl)

= Xp = xn_l -

f/(xnfl)

Como ilustra a figura, o método de Newton é extremamente rdpido
® N3io é necessario delimitar a raiz, basta um “chute” inicial
>
® Mas a convergéncia ndo é garantida!
» dependendo da funcéo e do chute inicial, o método de Newton pode se afastar da raiz (e possivelmente
tender a 0), ou oscilar em torno de algum valor

Além disso, requer o calculo da primeira derivada da func¢do, que pode ser custoso ou inacessivel

computacionalmente
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Algoritmo

® Inicialmente, encontre um valor inicial xg proximo a raiz « tal que f(x) =0

® estabeleca uma tolerancia 7

Algoritmo para o método de Newton

1. Calcule
_ f(xo)
f'(x0)

2. Se |f(x1)| < 5, pare. Se ndo, faca xp = x; e volte para o passo 1.

X1 = Xp

® Ao final da execugédo do algoritmo, x; serd a melhor aproximacao para a raiz dentro da tolerancia
pré-estabelecida | f(x1)| <7
® Mas ndo hd nenhuma garantia de que o método va convergir para a solugdo correta!

® Além disso, é melhor estabelecer um critério de parada num ntimero méximo de iteragdes, para

evitar um loop infinito
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Uma implementagdo do método de Newton-Raphson

Método de Newton para encontrar a raiz de f(x) = x — cos x

import numpy as np

def f(x): # funcgdo da qual se quer achar a Tatz

return x - np.cos(x)

def df(x): # a derivada da fungdo acima

return 1 + np.sin(x)

def newton(func, deriv, x0, tol=1e-13): # funcdo com o algoritmo de Newton-Raphson
f = func(x0)
while abs(f) > tol:
df = deriv(x0)
x0 -= f / df
f = func(x0)

return x0

sol = newton(f, df, 1) # "chute” inicial: x0 = 1

print(sol)
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Método das secantes

¢ Uma estratégia para evitar o cdlculo da derivada é fazer uma aproximacao:

oy L Y(x+h) —y(x—h)
y(x) ~ T

para algum valor de & pequeno o suficiente

® geralmente, é suficiente adotar # um pouco maior que a tolerancia desejada para a solugao ** por

exemplo, se a tolerancia é |f(x1)| < 7, adotar h ~ 10y funciona (usualmente)

® Ou seja, estamos efetivamente usando uma deriva¢ao numérica

y

x—h X x+h X

® Essa estratégia é conhecida como Método das Secantes
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Rotinas em scipy

® A biblioteca scipy.optimize contém diversas rotinas para encontrar o zero de fung¢des
» inclusive fun¢des de mais de uma varidvel e sistemas de equagdes ndo-lineares
® Documentagdo completa em https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/optimize. html
¢ O codigo abaixo calcula o zero da fungdo f(x) = x — cos x comegando em xp = 1, usando a fungdo

newton da biblioteca scipy.optimize:

Usando scipy.optimize.newton
import numpy as np

import scipy.optimize as sp

def f(x):

return x - np.cos(x)
sol = sp.newton(f, 1.)

print(sol)
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